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Grupo I
1.
Considerando que
PX=1)+PX=2)+PX=3)=1ea+2a+04=13a+04=1
0,6
Sa=—a=02
3
Consequentemente a média € igual a
X = 1x0,2 + 2x0,4 + 3x0,4 = 2,2
A opgao correta é:
Versao 1 | (B)
Versao 2 | (O)
2.

Por defini¢do de probabilidade condicionada P(AlB) é a probabilidade da bola retirada ser

preta sabendo que saiu uma bola com niimero par, como ha quatro bolas pares e s6 duas sao

pretas entdo P(A|B)= % :

A opgao correta é:

Versdao 1 | (B)
Versao 2 | (O)
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Sabe-se que log;, a = §
Calculemos o valor de log, (a?b) usando as propriedade dos logaritmos:
log, (a?b) = log, a® + log, b = 2 + 2822 — +% =2+3=5

logy a 3

A opgao correta é:

Versdao 1 | (D)
Versdao 2 | (A)

Uma vez que f ¢ continua em R\ {0}, para todo 0 k € R , para f ser continua emR teremos de
determinar o valor de £ tal que:

Dado que f(0)= lim /' (x)=2+¢", calculemos o lim /' (x):

x—0~ x—0*

. 2x+In(x+1) . 2x . In(x+1) o In(x+1)
lim —— = lim —+ lim ——=24+1=3, p01sllr%—=1
x x>

x—-0t X x-0t X x—-0t X

Considerando a igualdade 2 + e* = 3 e resolvendo a equacgdo em ordem a k, obtemos
2+ek=3oef=1k=0

A opgao correta é:

Versao 1 | (A)
Versdao 2 | (B)

Sendo f(x) = 3 sen?(x) , entdo:
f'(x) = 3x2 sen(x) cos(x) = 3 sen(2x)
f"(x) = 3cos(2x) X2 = 6 cos (2x)

A opgao correta é:

Versao 1 | (O)
Versdao 2 | (D)

|z| = OB e como o tridngulo é equilatero OA = OB = 1, logo |z| = 1.
Como o tridngulo ¢ equilatero todos os angulos internos sdo iguais e t€ém de amplitude g rad.
Como o angulo AOB ¢ um desses angulos internos, um argumento de z ¢ dado por

T 51 . . 51
arg(z) = 2m — 3= 5 Assim, z = 1 cis (?)

A opgao correta é:

Versao 1 | (D)
Versao 2 | (O)
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A circunferéncia x% + (y — 1)? = 2 tem o seu centro no ponto C(0,1).
Para obtermos a abcissa do ponto A, vamos considerar os pontos da circunferéncia de
ordenada nula.
+(@y-1D?=2Ay=0ex*+1=2Ay=0x’=1Ay=0¢&
eox=x1Ay=0
Como o ponto A tem abcissa positiva, entdo tera de coordenadas (1,0).
Considerando:
CA=A—-C=(1,0)-(01) = (1,-1)
O declive da reta CA é:

-1

mCA=T——1

E como 7 ¢ perpendicular a CA4, pois € tangente a circunferéncia no ponto 4 o seu declive vai
ser o simétrico do inverso do declive da reta CA.

Assim:
1
m, = —_—1 =1
Logo a reta r terd uma equacao do tipo:
y=x+b

Como o ponto 4 tem de coordenadas (1,0), temos que:
0=1+beob=-1

Logo a reta » tem de equagdo reduzida:

y=x-—1

A opgao correta é:

Versao 1 | (B)
Versdao 2 | (D)

A sucessdao de termo geral (—1)" ndo ¢ mondtona pois os seus termos sdao alternadamente
negativos e positivos.

A sucessao de termo geral (—1)"Xn, ndo ¢ mono6tona pois os seus termos sdo alternadamente
negativos e positivos e ndo ¢ limitada pois ¢ um infinitamente grande.

A sucessio definida por 1 + n? nio ¢ limitada pois é um infinitamente grande positivo.

’ ~ 1 . ,
A resposta correta ¢ a sucessao de termo geral — —, que como se pode provar analiticamente ¢é

monoétona crescente e € limitada, sendo —1 um minorante ¢ 0 um majorante do conjunto dos
seus termos.

A opgao correta é:

Versao 1 | (O)
Versdao 2 | (B)
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Grupo IT

Como — 1+l—\/_ClS( )p01s

e |-1+4il=/=D2+ ()2 =42

e Sendo® um argumento de —1 + i, como 6 € 22 quadrante e tgf = —1,

T 31T
Vem9=7r—z=—

Assim, substituindo em z; vem:

—14+i V2cis (%T)
2= \/——n Sz = \/——n
2cis (E) 2cis (E)
oy = i (37r n)
Z, = Cis 712
- (8n>
z, = cis 12
] (2n>
Sz, = —
z, = cis 3
pelo que z; = cis (— 2?")
Assim, temos que
21
4 _ > — —
=g e ot =ais (- )
4 ( 211)
@ ——
z cis 3
-— + 2km
o z=cis| —— | Akef{0,1,2,3}
Para
21 2
_ e ) P A W
k=0, z=cis 7 czs( 12) czs( 6)
2T
- t2m 4 s
_ _ . 3 _ _ . s
k=1 z=cis — as(12>—czs(3)
2T
k=2 e -5 tan (10n> _ (5n>
=2, z=cis 2 = Cis 12 = cis 6
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[~ teor - /16w /4T
k=3 z=cis| —— =as(—>=as(—>

Os niimeros complexos z que sdo solugdo de z* = Z; sdo assim:

S = { cis (— %) ,Cls (%) ,cLs (%) ,cts (%T)}

2.1.

Teremos de determinar os valores de t € 0, 3], tais que d(t) = d(0).

d(t)=d(0) e 1 +lsen (nt +E) =1 +lsen (E)

2 6 2 6
o Zsen (nt +5) = zsen (%)
& sen (TL’t + %) = sen (%)

omte =S dkr v+t =n—Cy2kn ke
mt+ o= MV Rt =1 T,

T 5w
(:)nt=2annt+g=?+2kn,kEZ

21
(:)t=2kVnt=?+2kn,kEZ

2
(:)t=2kVt=§+2k,kEZ

Como t € ]0, 3] temos para

pelo que os instantes, diferentes do inicial, em que o ponto P passou pelo ponto A foram aos

2 8
-s, 2seaos-— s.
3 3

2.2.

A fungdo d é continua em [0, +oo[ por ser a soma de duas fungdes continuas: a fungéo

~ 1
constante /—1 e a funcao 1—- sen (nt + %)
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« 1 T\ ., , N ,
A fungao 1= sen (nt + E) ¢ continua por ser o produto de duas fungdes continuas: a

~ 1 < . ~
funcdo constante t—>> ea fungdo r—sen (nt + %) que ¢ a composta de uma fungao

trigonométrica com uma fung¢ao afim.

Entdo d ¢ continua em [3, 4] < [0, +oo[. Temos também

d3) = 1+ (><3+")—1+1 (7”>—1+1x( 1)—3—075
= 5 sen(m o) = sen(¢ )= 5 ) =2=0
1 T 1 T 1 1 5

d(4)—1+§sen(nx4+g)—1+§sen(g)=1+§x§=z=1,25

Orad(3)<1,1<d(4)

Como a fungdo d ¢ continua em [3,4] e d(3) < 1,1 < d(4) entio, pelo teorema de Bolzano,
podemos afirmar que existe um ponto ¢ do intervalo ]3,4[ tal que d(c)= 1,1. Logo, hd um
instante entre o 3° e 4° segundos em que a distanciade Pa O é 1,1m.

3.1.
Calculemos os limites de f nos ramos infinitos:
i, lim f(x)=lim (I+xe*) =1+ lim (xe") = 1+ lim (~ye” ) =1~ lim ==
X—>—c0 X—>—o0 X—>—o0 y=—x Y—>too Yoo ¥

X

1 L
=1-Ilim —=1-0=1, pois lim < = 4oo.
Yo+ @ X+ X

y

Concluimos daqui que a reta de equacdo y=1 ¢ assintota horizontal do grafico de f,

quando x—>-oo,

ii.  lim[In(x-3)-In(x)] :}iﬂ{ln(x_?’ﬂ ﬂn(}@fﬁ)zln(l) N

X—>too X

Podemos assim concluir que a reta de equagdo y=0 ¢ assintota horizontal do grafico

de f, quando x—>+oco.

3.2.
Dado que x € |-, 3] entdo temos que
fx)—2x>1o1+xe*—2x>1
e xe*—2x>0

S x(e*—2)>0
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Determinemos os zeros de x(e* — 2)
x(e*—2)=0x=0ve*—2=0
©x=0ver=2

©x=0V x=1In2

Recorrendo a um quadro de sinal

X —00 0 In2 3
X — 0 + In2 + 3
e* —2 — -2 — 0 + e3 —2
x(e* —2) + 0 - 0 + 3(e? —2)

Conclui-se que o conjunto solugdo de f(x) — 2x > 1¢é]—o0,0[ U ]in2,3].

3.3.
Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 4.
A(4,f(4)) € t e o declive da reta t é dado por m, = f'(4).
Como f(4) = In(4 — 3) — In4 = —In4 temos que (4, —In4) sdo as coordenadas do ponto

de tangéncia.

Calculemos f'(x)
() = (In(x—3) — )’ = ———=
f'(x) =(n(x nx =23 %
pelo que
1 1 3
I®=4"3"371

Assim, temos que a reta t, tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 4, tem de equagao

3 3
y+ln4=Z(x—4)=>y=Zx—3—ln4
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4. O grafico A ndo pode representar a fungdo f porque se a funcdo ftem derivada finita em todos
os pontos do dominio entdo ¢ continua em todo o seu dominio o que ndo acontece uma vez que
a fun¢do representada no grafico 4 tem um ponto de descontinuidade.
Tendo em conta que f"(x) < 0, Vx € |—o0,0[ entdo nesse intervalo o grafico da fungdo f
deveria apresentar a concavidade voltada para baixo o que ndo se verifica no grafico B e por
isso se exclui.
Finalmente exclui-se o grafico C porque se f'(0) > 0 entdo a reta tangente ao grafico no ponto

de abcissa zero deveria ter declive positivo, o que ndo se verifica.

Sabendo que P(A) # 0, tem-se:
P(AUB)—1+P(B) = P(A)XP(B|A) &

P(BNA)
P(4)

& P(A)+1—-PB)—P(ANB)—1+P(B)=P(BNA)
& P(A)—P(ANB) =P(BNA) Q
& P(A)—(P(A)—P(AnB))=P(BNA)
& P(A)—P(A)+P(ANB)=P(BNA)
< P(ANnB)=P(BNnA)
< P(ANnB)=P(ANB),c.q.d.

& P(A) +P(B) — P(ANB) — 1+ P(B) = P(A)x

6.
6.1. P(AnB)=P(A)-P(ANB)
Como V (1,1, z) pertence ao plano PQV temos que
6X1+z—-12=0 © z=6

Assim, as coordenadas do ponto V sdo (1,1,6).

6.2.
Como o plano pretendido € perpendicular a reta OR entdo um possivel vetor normal ao plano
ser4 OR de coordenadas (2,2,2), pelo que o plano ¢ definido por uma equagdo da forma
2x+2y+2z+d=0.
Como P(0,0,2) pertence ao plano entdo temos que

2X24+2Xx0+42X0+d=0d =—4
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Assim, uma possivel equagao cartesiana do plano que passa no ponto P e ¢ perpendicular a reta
OR é:
2x+2y+2z2—4=0

6.3.
De acordo com as condi¢des do enunciado, o ponto 4 tem coordenadas do tipo (x, 2, x3), com
xe IR. Determinemos as coordenadas dos vetores 04 e ﬁ
0A= (x,2,x3)e TO=0—T = (2,2,0) — (0,0,2) = (2,2,—2)

Dado que OA L TQ temos que OA.TQ =0 < (x,2,x3).(22,-2) =0
©2x+4-2x3=0

Tendo em conta a janela de visualizagdo sugerida, obtemos, com recurso a calculadora grafica, a
representacdo grafica da funcdo definida por y; = 2x + 4 — 2x3.

. ____________________ _____________________________|
A

77y
f1(x)=2- 3+2- x+4
0.5
1\
4 0.2 A1(1.52,0) 4
-2

De onde se verifica que a abcissa do ponto 4 ¢ aproximadamente 1,52.
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6.4.
Como temos 7 cores para colorir o poliedro de 9 faces entdo o niimero de casos possiveis ¢ 7°.
Tendo em conta que 2 faces triangulares devem ser coloridas de branco, que duas faces
quadradas devem ser coloridas de azul e as restantes faces coloridas com cores todas diferentes

entdo o numero de casos favoraveis é dado por *C, x °C, x 5!

Assim, a probabilidade pedida ¢

'C, x°C, x5!

5~ 0,0002

p:
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