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CADERNO 1

L1

Como se trata de uma distribui¢do normal temos que:
P(,u—20<X<u+2c7)z0,9545 .

1-0,9545

Logo, sabendo que a distribui¢do normal € simétrica, vem: P( X<u —26)z 2

1-0,9545

,0u seja, P( X>m-2s )z 0,977 .
2

Assim, conclui-se que: P( X>u- 20‘) = 1-

A resposta correta € a opgdo (C).

L2

Dado que a soma das amplitudes dos dngulos internos de um tridngulo é 180°, conclui-se que:
ACB =180° - 57° - 81° & ACB = 42°.
Assim, aplicando a lei dos senos, temos que:

sen(42°) _sen(81°) Ny sen(42°) x 5

© AB=339.
AB 5 sen(81°)

A resposta correta € a opgdo: (C)
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Seja B o acontecimento: “o atleta pratica basquetebol” e F o acontecimento: “o atleta pratica

futebol”.

Assim, P(B):gl, P(F)z% e P(E\F):%

Entao,

(al7)- 2 AEOT) 3 ABF) o iorlbor) s
(F) 4 "1-P(F) 4 1-P(F) 4

< 1-pP(F) 4
1——1——+P( BNF) 3
= S =

2 4
1_7
5
~+P( BNF) 3
= 3 22@
5
o=+ P( BmF)—%@
1
<:>P(BmF)=E

Como a probabilidade ¢ diferente de zero existe pelo menos um atleta que pratica as duas

modalidades.

3.1.

Como os codigos t&ém de comecar por uma vogal hd 5 maneiras de escolher o primeiro caricter.

Para cada uma destas, existem %43 =9 X 8 X7 =504 maneiras de colocar os trés algarismos

diferentes escolhidos de entre os 9 indicados.
Assim, podem-se formar 5 X ?/43 = 5% 504 =2520 cddigos diferentes nas condi¢des do

enunciado.

A resposta correta € a op¢ao: (D)
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3.2.
Usando a Regra de Laplace, para determinar a probabilidade pedida, temos de calcular o nimero
de casos possiveis e o nimero de casos favordveis.

O niimero total de cddigos de quatro caracteres, repetidos ou nido, que é possivel formar com os
catorze caracteres € igual a14A:‘ = 14* = 38416, pelo que o nimero de casos possiveis é

38416.

O produto dos algarismos de um niimero, com quatro algarismos diferentes, € um niimero impar se

esses algarismos forem fmpares. Como existem cinco algarismos impares 1, 3, 5,7 e 9, entdo o
, . 5
nimero de casos favordveis é igual a "4, =120.

Assim, a probabilidade de um cédigo ser constituido por quatro algarismos diferentes cujo produto

120
seja um nimero impar, € dada por: p = ——

38416
Entdo, a probabilidade pedida é p = 0,003.

4.1.
Pretende-se determinar uma equagdo cartesiana do plano que passe no ponto P e seja

perpendicular a reta r .

Sendo P um ponto de coordenadas da forma P ( L3,z ), com z <0 que pertence a superficie
2 2 2
esféricadeequagﬁo(x—l) +(y—2) +(z+l) =10, vem:

(1—1)2+(3—2)2+(2+1)2:10<:>1+(Z+1)2:10<:>(Z+1)2:9<:>
Sz+1=3vz+41=-3
Sz=2vz=-4

Assim, P( 1,3,—-4 ) , pois a sua cota ¢ negativa.

Um vetor normal ao plano pode ser um vetor diretor da reta r, por exemplo 7 ( 4,1,— 2) .

O plano que passa por P e tem vetor normal 17( 4, 1,—2) ¢ definido por uma equagdo da forma
4x + y—2z+d =0, sendo d um namero real.

Como P tem coordenadas ( 1,3,—4 ), tem-se:

4x1+3-2x(-4)+d=015+d =0 d=-15.

Assim, uma equacgdo cartesiana do plano que passa por P e € perpendicular a reta r é:

4x+y—-2z-15=0.
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4.2.
O angulo AOC é formado pelos vetores O4de OC .
Como o ponto C é o centro da superficie esférica, tem coordenadas C ( 1, 2,—1). O ponto A,
simétrico de C relativamente ao plano xO y , tem coordenadas A( 1,2,1 ) .

. . 04 -0C
Sendo o a amplitude do dngulo AOC, tem-se: cosQ = — — .

foa] o]

Por outro lado, tem-se:
04d=4-0=(1,2,1)-(0,0,0)=(1,2,1)
oc=Cc-0=(1,2,-1)-(0,0,0)=(1,2,-1)

04-0C=(1,2,1)-(1,2,-1)=4
61| e o -7 -

4 2
Logo, costt = ———— & cosa = —.
6 x+/6 3

Sendo ae[O,n'] em graus, a amplitude do angulo AOC, arredondado as unidades, é:

_1[ 2
o = CcoS l(gj:a:48°.

Assim, a amplitude do angulo AOC ¢ aproximadamente 48°.

No primeiro instante considerado a amplitude do angulo ASM é « e a distdncia de Merctrio ao

555
Sol 6 d(o)=—2
10—2,06cosox
Relativamente ao segundo instante considerado, a amplitude do ASM ¢é trés vezes maior, ou seja,

_ 555
~ 10 -2,06 cos(3cx )

3a, e a distincia respetiva é d (3a) . Além disso, sabemos que, neste

segundo instante, a distancia do planeta Mercurio ao Sol diminuiu 3%, ou seja € igual a 97% da

distancia anterior. Assim:

555 555
=0,97X ———— &
10 — 2,06 cos(3cx) 10 — 2,06 cos

d(30)=0,97d(a) &

10—2,06cosx
A
10-2,06c0s(3a)

=0,97
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Recorrendo as capacidades da calculadora grafica, representamos, para 0 < x < 20 (porque « estd
10—2,06cosx
10 — 2,06005(3x)

compreendido entre 0 e 20), o grafico correspondente a f (x)z e a reta

horizontal de equacdo y =0,97.
Yy

.

0,97 —

W

0 10 20 T
Usando a funcdo da calculadora para determinar os valores aproximados das coordenadas dos
pontos de intersecdo de dois gréificos, obtemos o valor aproximado (as unidades do grau) da

abcissa do ponto de interse¢do, ou seja, & =10°.

Para calcular a abcissa do unico ponto de inflexdo comecemos por determinar a expressdo da

segunda derivada da funcdo f :

’ 1
f7(x)=(3x—tgx) =3- .
()= (e terf =3- L
Calculando os zeros da segunda derivada temos:

1 1 , 1 [1
"Ix)=0=3 - =0 =3 cos“x=—cosx==F,/— .
f() cos®x cos®x 3 3

Mas como a fung¢ao estd definida no intervalo } 0, 5[ 0 cosx € positivo.

[ . . N ‘-
Logo, cosx = 3 pelo que a amplitude do dngulo x , em radianos, arredondado as centésimas,

é x=cos”! \/g =x=0,96.

Como a segunda derivada tem um tnico zero neste intervalo e a esquerda deste valor a segunda
derivada € positiva e a direita é negativa, como se pode observar no gréfico, entdo 0,96 € o valor

pedido. y

fl/

0,96

S T

A resposta correta € a op¢do (D)
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Sejar,com r € R, arazdo da progressdo aritmética (un) . Assim, tem-se que:
o u3:u1+2r<:) u1:u3—2r,como u,=4 vem u1=4—2r;

0u12=u3+9r<:u12=4+9r.

upt+ug,
Portanto, como S12 =— X 12, temos:
2
4-2r+4+9
Slz:174@%x12=174<:>(7r+8)><6=174<:>7r+8=%<:>

<:>7r:29—8<:>r=%<:>r=3

Logo, como o termo geral da progressao aritmética (un) ¢ dado por u, =uz+ (n - 3) X ¥, vem
que:

u,=4+(n-3)x3=4+3n-9=3n-5

Vejamos entdo se existe um n€ N tal que u, =5371:

un:5371<:>3n—5:5371<:>3n:5376<:>n=¥<:>n:1792

Conclui-se que 5376 € o termo de ordem 1792 da progressdo aritmética (un) .

Os pontos 4, B,C,D e E sdo afixos dos complexos que sdo as raizes quintas de um dado

niimero complexo e pertencem a circunferéncia centrada na origem e de raio 1.

) . ) . 2r
Os cinco respetivos argumentos estdo em progressao aritmética de razao ? .

Por hipétese, sabemos que C é o afixo do complexo z, = 1e'”.
Assim,

Arg(zc) = Arg(z) +2X% 2?7[

= Arg(z) + 4?7[
Arg(z) =%

i
Donde, z =1le

vl

Pela férmula de Moivre, temos

5
ZS=[18 SJ =(1) el>< ><5=lem=—1.

A resposta correta € a opgao (A).
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CADERNO 2

9.1.

Comecemos por representar a regido D, regido admissivel deste problema de Programagao Linear:

Y

10

z4+y=10y=—-x+10

A(5,0)

ot

(0] 10 z

Fazendo x =0 na equagdo x + y =10, vem que y =10, pelo que a reta de equacéo x + y =10
intersecta o eixo Oy no ponto C(O,IO) e fazendo x=35 naequacdo x+ y=10,vem que y =35,

pelo que as retas de equagdes x+y =10 ¢ x =35 se intersetam no ponto B(5,5).

Finalmente, para L=0, tem-se que 0=3x+5y & y= —%x , pelo que a reta de equacdo

y= —%x (reta de nivel 0), ndo € paralela a nenhum dos lados do poligono [OABC :I e portanto a

solucdo 6ptima deste problema € atingida num dos seus vértices (pretende-se maximizar a fungéo
objectivo).

Assim, calculando o valor da fungéo objetivo para cada um dos vértices considerados, temos:

Vértice L=3x+5y

A(5,0) L=3x5+5x0=15
B(5,5) L=3x5+5x5=40
C(0,10) L=3x0+5x10=50

Portanto, o valor maximo que a fun¢do objectivo alcanca na regido admissivel dada pelo sistema é
50.

A resposta correta € a op¢ao (B)
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9.2. [PMCZOT3

Tem-se que:

* F{F, =2c (distancia focal), pelo que Fif;, =12 2c=12c=6
. P_F]+P_Fz=2a (eixo maior), pelo que P_F]+P_F2=20<:>2a:20<:>a:10

s =P+ ol0P =46 =100-36=b b’ =64

2 2

. . . X .o . .
A equagio reduzida da elipse ¢ da forma — + 2;—2 =1, sendo a o semi-eixo maior e b o semi-
a

eixo menor. Assim, como a’=100 e b2 =64, a equacdo reduzida da elipse da figura é

2 2
X
L

100 64

A resposta correta € a op¢ao (B)

10.

Comecemos por simplificar z,

N2 .
2—-i)"+1+i — 4 +i° ] -4i - s
L _(2-i) R Ly s S B D S e B0 L SUPVOIN
1— 2 1-2i 1-2i
4_ 3 4= 3i)(1+2i
JRE LT SEPO k) [ () B
1-2i @—2ﬁ@+2ﬁ
448 —3i—6i%
&z = %) -3Jis
1-4i
P10 i3 =20
1+4

, 1 _ 1 . .
Assim, —— X 7 Z——X(2+2l)=—1—l.
2 2
Escrevendo —1 — i = w na forma trigonométrica, temos que w=—1— i =re 1 ,onde:

e r=li-d= () (1) =TT =2

-1
o togf= I =1, como o afixo de —1 —i pertence ao 3° Q., € pertence ao 3° Q..

L Y _\/’ i(%]
ogo,H—T e w=+2e .

Proposta da APM de resolugdo da prova de Matematica A (635) do ensino secundario, 20 de julho de 2018 Pégina 8 de 12



11.
A reta r é tangente a circunferéncia de centro na origem no ponto A, pelo que é perpendicular a

recta OA:

Como a:A—O:(z,l)—(0,0):(Ll), entdo o declive da reta OA é mOA:% e
. . 1 1
portanto o declive dareta » é dado por m, = ———=-—=-2.
Mo4 1
2

Logo, uma equagdo da reta » serd y=-2x+ b, sendo b a ordenada na origem.

Como o ponto 4 também pertence a reta r, substituindo na sua equagdo, obtém-se o valor

deb,ouseja, 1=-2x2+b=b=5.

A resposta correta € a op¢ao (B)

12.

12.1. [P2001/2002

Fazendo a interseccdo dos trés planos, vem que:

y=-Xx X=-Yy X=-Yy X=-y
y=2 o1 y=z o1 y=z S y=z
2x +3y—z—1=0 2(—y)+3y—y—1=0 =2y+2y-1=0 —1=0, proposigdo falsa

o sistema € impossivel de onde se conclui que a intersecdo dos trés planos € o conjunto vazio.

A resposta correta € a opgao (D)
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2.2

Tem-se que:

A resposta correta € a opgao (D)

13.

Comecemos por determinar o dominio onde € valida a inequacio:

D={xeR:x+1>0 A 8-x>0}={xeR:ix>-1 A x<8}=
={reR:-1<x<8}=]-18]
Resolvendo a inequagdo, temos que:
log, (x+1)<3-log,(8-x) log,(x+1)+log,(8-x)<log,(2*) =
& log,((x+1)(8 —x))< logy8 = 8x— x> +8-x <8
e Tx—x><0

Como 7x—x2:O<:>x(7—x)=0<:>x=O v 7-x=0&x=0 v x=7,temos que:

X -1 0 7 8
X n. d. - 0 + + + n.d.
T—x n.d + + + 0 - n.d
7x—x2 n.d. — 0 + 0 _ n.d

Pelo que o conjunto dos nimeros reais que sio solu¢cdo da inequagéo é: ] -1, O:I U [7, 8 [ .
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14.

14.1.
eO 1
Tem-se que: f(0)=3+m=3+1:3+1:4,peloque:
e’ e’ e" —1+x
3+ -4 -1
x)—f(0 - - -
f'(O):lirnf( A T S T S R B S
x—0 x—=0 x—0 X x—0 X x—0 X
e"—1+x e’ — .
= = + lim =

indeterminagdo

= lim X lim X lim =1x
x—0 X x%OI—x x—)()l—_x
%’_J

limite notavel

De onde se conclui que a derivada da fun¢do f no ponto de abcissa 0 € 2.

14. 2.

Determinemos:

o lim_f(x)= lim [3+ ¢ ]=3+ lim =344 -

X——oo -X Y=o ] —x 1—(—00)

0 :3+i:3+0:3
I+00 +o0

=3+

Logo, reta de equagdo y =3 ¢ assintota horizontal do grifico de f ,quando x — —oco .

2
e lim f(x)= lim M: lim 20XF2_ g, 2Inx
X—+oo

—2x lim XL 2 5 040=0
X—+oo x ~+ oo
%,—/

limite notavel

2

+ lim —=
X—>+ oo X X—>+ oo X X—>+oo  x X—>+oo x

Logo, reta de equagdo y =0 ¢ assintota horizontal do grifico de f ,quando x — +oo.

14.3.
Tem-se que: (f ° h_l)( 2) = f(h_1(2 )) .

Assim, h(x)=2ex+1=2x=1 logo h(1)=2eh"'(2)=1 . Dado que h & bijetiva

entdo admite inversa.

Logo, (foh_l)(z)=f(h_1(2))=f(l)=ﬁ=lnl+2=0+2=2.

A resposta correta € a opgdo (C)
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15.
Para calcular o declive da reta tangente, que tem o declive maximo temos que determinar o valor

para o qual a derivada € maxima. Para o efeito comecemos por determinar a expressao da segunda
derivada da fun¢do, bem como os seus zeros elaborando de seguida um quadro de sinal.

2
gl x)=2senx + sen"x

’

g’(x)=(2senx + senzx) =2cosx + 2senx cosx

’
g”( X ) = (ZCosx + 2senx cosx) = 2(—senx) + 2cosx cosx + ZSenx(—senx) =
=-—2senx + 20052x - 2sen2x =-—2senx + 2( 1- senzx) - 286112)( =
=—2senx + 2 — 2sen2x - 2sen2x =— 4sen2x —2senx + 2

Determinando os zeros da segunda derivada:

- 4sen2x —2senx+ 2=0

Considerando senx = y temos:

2144432 216

1
<:>y=—¢>y=—1vy=§

2
-4y -2y+2=0y=
y y y g 3

N | —

Ou seja, senx = —1v senx =

Mas, como o dominio da funcdo é [ 0, n] s0 consideramos os valores em que o seno € positivo.

senx=%<:>x=%+2k7r,keZ Y x=7t—%+2k7t,keZ<:>

@x=%+2kn,kez v x:%+2kn,keZ

Como se pretendem os valores pertencentes ao intervalo [O, 727] vamos atribuir valores inteiros a k.

Para k=0 vem x:E v x:S—ﬂ.
6 6

Estudando a variagdo do sinal da funcdo derivada de segunda ordem e relacionando-o com a

monotonia da funcdo derivada de primeira ordem, temos:

X 0 4 5_71' T
6 6
(%) 2 + 0 - 0 + 2

F) | Min | T Max | N | Min 7| Mix

A func¢do derivada tem dois maximos relativos. Calculando os seus valores temos:

g’( n) =2cosnm + 2senw cosmw = 2><(—1) +2x0x (—1) =-2

g’[z)zkos[E) + 2sen(£)cos(£j=2x£+2xlX£:ﬁ+£:ﬁ
6 6 6 6 2 2 2 2 2
33

3
Logo o valor do declive da reta que tem o declive maximo é >
FIM
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