Associacdo de Professores de Matematica

Contactos:
A P M Rua Dr. Jodo Couto, n.° 27-A
Associagdo de Professores de Matematica 1500-236 Lisboa

Tel.: +351 2171636 90/21 711 03 77
http://www.apm.pt
email: geral@apm.pt

PROPOSTA DE RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA A DO ENSINO
SECUNDARIO
(CODIGO DA PROVA 635) — 1.* FASE — 15 DE JULHO 2020

1.
1.1.

Para estudarmos a monotonia da sucessdo (U, ) estudemos o sinal de U,,; —U, . Assim, tem-se que:

_8(n+1)—4 8n-4 8n+4 8n-4_(8n+4)(n+1)—(8n—4)(n+2)_
ne1 ™t = n+l+1l  n+l  n+2  n+l (n+2)(n+1) -

B 48n+4n+4—8f —16n+4n+8 120 —12A +12 12

(n+2)(n+1) ~ (n+2)(n+1)  (n+2)(n+1)
Como para todo o N natural, (n+2)(n+1) >0 e como 12>0, vem que ﬁ >0, ou seja,

u,,q~u,>0,paratodo o n natural, e portanto conclui-se que a sucessao (un) ¢ monotona crescente.

1.2.

8n-4_ . 84 . §
=lim—-=8¢ (u ) ¢ mondtona crescente, vem que: u, —> 8.
n+l / n n

Como Iim(un) =lim

Logo, lim f(”n) = xirrg]_ f(x) = xﬂ)l"g_ |092(8 - 8_) =log, (0+) =-w

Outra resolucio:

lim £ (u,) = limlog, (8-u,) = log,(lim(8-u,))= Iogz{lim[S- 8”;14]\ 3
ottt n
( - )
= Iog%lim%} = Iogz[lim%] = Iogz[%j = Iogz(0+) = -

A resposta correta € a opcao: (A)
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2.

Casos possiveis:

Cada uma das 4 pessoas pode escolher qualquer um dos cinco niimeros, ou seja 54,
Casos favoraveis:
Das 4 pessoas, duas escolhem o numero 5, isto ¢€: 4C2'
As restantes duas pessoas, escolhem qualquer um dos numeros 1, 2, 3 ou 4, ou seja 42.
C, 42
P=—="37—»0,1536

5

A resposta correta € a opcao: (D)

3.
3.1.

Seja,

a —numero de bolas azuis

b — numero de bolas brancas
a + b —numero total de bolas

Sabe-se que:
P(ACB)=§P(A)

Assim, temos:
a b 1 a

X =—X
a+b a+b-1 3 a+b

P(an B)=§P(A) & P(4) P(B| A) = é x P(4) &

S L=E<:>3b=a+b—1<:>a=2b+l
a+b-1 3

Como para todo o nimero b pertencente aos numeros naturais temos que 2b + 1 ¢ um niimero impar

entdo fica provado que inicialmente existia um niimero impar de bolas azuis.

3.2.
Cada caixa numerada com um nimero par tem que ter pelo menos uma bola azul. Sendo cinco o nimero

de caixas com o nimero par, das 8 bolas azuis iniciais, depois de se colocarem uma em cada caixa,
sobram apenas 3 bolas azuis.

Seguindo o mesmo raciocinio, cada caixa numerada com um niimero impar tem que ter pelo menos uma
bola branca. Sendo cinco o numero de caixas com o nimero impar, das 7 bolas brancas iniciais, depois
de se colocarem uma em cada caixa, sobram apenas 2 bolas brancas.

Como a caixa tem no maximo duas bolas. Das 5 bolas que restam, 3 azuis e 2 brancas, estas serdo

distribuidas pelas 10 caixas, cada uma em sua caixa distinta. Assim sendo, temos:

10~ -7

¢, 'c,=2520

A resposta correta e a opgdo (B).
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4.
4.1.

Considerando o nimero complexo z = reiq, temos que z = rel(_q) logo:
. \2 i( - i(2 i[ -
22 S AR = (Velq) = rel( q) & rzel( q) = rel( q) &
o2 =rA2g=-qg+2kp k el &
or?-r=0A3g=2kp kel &

@r(r—l)ZOAqZZ%,keD =

<:>(r=0vr=1)/\q=2kTp,keD

Considerando somente os niumeros complexos ndo nulos, teremos as seguintes solugdes da equagao:

Para:

k=0, Zo=ei(o)=l

(2p)
k=1, zlzeL 3J =cos(2?’0] +isen[2?’0j =—l+£i

2 2
‘(4,0\
i
k=2, zz=eL 3) =cos(4—pj +isen[4—p] =—1—§i
3 3 2 2

As imagens geométricas destas solucdes sdo os vértices de um tridngulo equilatero centrado na origem,
pelo que para determinarmos o perimetro desse tridngulo, basta determinarmos o comprimento de um
dos seus lados. Assim,

LB s VB R ) 3_\/5_
R I - I A

Logo o perimetro do poligono pedido sera P = 3\/5 .

4.2.
Temos que:

Re(z)xlm(z)=l<:>x><y:1<:>y=1
X

Logo o conjunto de pontos definido por esta condigdo é representado por uma hipérbole em que os seus
pontos tém a abcissa e a ordenada com o mesmo sinal, pertencendo por isso ao primeiro € ao terceiro

quadrante.

A resposta correta é a opgdo (D).

|
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5.
5.1.

Consideremos os pontos A ¢ B de coordenadas, respetivamente, (O, y,O) e (x,0,0) e o volume do

cilindro como 7, =p~ ¥ h, sendo r:% e hZZS’.

Determinemos as coordenadas de A e de B a partir da equagdo do plano ABC:

12
A->3x0+4y+2x0-12=0e4y =126 y="" & y=3 Assim, 4(0,3,0);

12
B—>3u+4x0+2x0-12=03r=12¢ v=—" v =4. Entio, B(4,0,0).
Podemos determinar a altura do cilindro, como sendo a distancia entre os pontos A e B:

h=v4?+3 =[25=5,

Sabendo que o volume do cilindro ¢ igual a 10p entdo:
10,0:,0r2 x5l = 2<:>r:x/5,(r>0).

Assim, vem que B—C = \/E .

5.2.

Temos que o vetor (3,4,4) ¢ normal ao plano ABC. Assim, a reta definida por

(x, ¥, z) = (3, 5, 6) + k(3, 4, 4) kT , éumareta perpendicular ao plano ABC e que passa pelo ponto P.

O ponto de intersecdo desta reta com o plano é o ponto, do plano, que esta mais proximo de P.

Assim,

(x, v, z) = (3k + 3,4k +5,4k + 6) .k 11, substituindo na equagio do plano, temos:

3(3k+3)+4(4k+5)+4(4k +6)-12=0 9k +9+16k +20+16k +24-12=0
Sdlk=-4lok=-1 '

Deste modo, as coordenadas do ponto pedido sao:

(x3n2)=(37(-1) +3.4" (-2)+5.47 (-1) +6)=(0.1.2).

6.
A amplitude do angulo STU, em radianos, ¢ iguala p-a,em que a ¢ ainclinacdo dareta r.

Como o declive dareta r éiguala 2, vem que tg& = 2 e portanto & = tg_1(2).

Logo, a amplitude, em radianos, do angulo STU ¢ p - tg_l(Z) » 2,03.

A resposta correta € a opcao: (C)
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7.
7.1.

Determinamos o comprimento da biela, calculando d(O) e subtraindo o comprimento da manivela

(1em). Assim, d(0) = cos(0) +,/9+sin?(0) =1++/9 = 4.

Temos entdo que 4-1=3.

A resposta correta é a opgao: (B)

7.2.

Consideremos o dominio ¢ € [0,5].

3
Uma equagdo que traduz o problema é d (to + 2) = Z d (to), (se a distancia diminuiu 25%, entdo passou

3
a ser 75%, ou seja, Z do que era).
d

d(t+2)

@ 1,63

ot

t

Do grafico concluimos que 7, =1,63. A distancia, em centimetros, arredondada as décimas, do pistdo

ao ponto O, no instante f ¢ d (l, 63) » 2,8.

8.
Consideremos a figura ao lado em que C(l,O) , D é o ponto do eixo

hl

Ox tal que [ODB] é retangulo em D e o é a amplitude do &ngulo

tga=at-------- A
COA, com ae}o,%[. X
Desta forma, a ordenada do ponto A é dada por tg«, pelo que tga =a o = co:;i 1C 5

. ) . 1
e a abcissa de B é dada por cosa . Assim, como 1+tg2a =—
cos“a

-

vem que:

2 1 2 1 2 1 1 1
tga=———cltd" =——=cs"a=— < €088 =,[—-— & c0sa=
cos“ a cos“ a a“ +1 cesa>o a+1 Ja? +1

A resposta correta € a opgao: (A)
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9.
9.1.

Seja y =mx + b a equagio reduzida da reta assintota obliqua ao grafico de f .

Calculemos m e b:

m= lim M: lim x+|n(ex+l): lim £+ Iim In(ex+1):1+|n(0+1):1+0:1
x—>-0 x xX—>-00 X X>-0x X>-0  x -0
b= xinjoo(f(x) - x) = xinjw(x + In(ex +1) - x) = xin_\wln(ex +1) = In(O + 1) =0

Assim, uma equagao da reta pretendida é y = x.

9.2.
Seja XT]—¥, 2 ] Tem-se que:
f(x):2x tle x + In(ex +l) =2x+l< In(ex +l) =xtlo ez +loexe = +1o

1

e —

<:>exex—ex=1<:>ex(e—1)=1<:>ex= 1<

o x:In( 1 ]<:>x=|n(e—l)_l<:>x=—|n(e—l)

e-1

Como - In(e - 1) e]—oo,2], tem-se que a solugdo ¢ dada, na forma pretendida, por - In(e - 1).

9.3.

Uma vez que, h(x) =f(x) -x h(x) = In(ex + 1), entdo
h(x) Ty |n(ex +1) sy =+l = -1ox =|n(ey - 1).

Conclui-se que h_l(x) = In(ex - 1).

A resposta correta € a opgao: (C)

|
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10.
10.1.

Para averiguar se a fungdo g ¢ continua em x=0, temos que verificar se

o)< el 1 oo

+ o)=0
. sen x . senx
senx xl—%l‘ X xl—%l‘ X 1
e |lim = lim | 1+ =1+ =1+ =l+—=1-1=0
x—)O_g(x) x—>0_( l—exj . 1—ex . ex -1 -1
lim — lim
x—0" x x—=0" Xx
|

limite notavel

. . 2 . C .
e lim _glx)= lim (x Inx) = 0 x oo (indeterminag@o)
x—>0+g( ) x—07

1 . 1
(fazendo y = —, temos que se x—0", entdo y—>+towe x=—)
x

e () R S B C o P G LR R

Como g(O) = xina+ g(x) = xirg_ g(x) =0, entdo a fungdo ¢ continua em x = 0.

10.2.
Comecemos por determinar a expressao analitica da derivada da fung¢do g:

2-1 =2xInx+x :x(2|nx +1)

X
Calculando os zeros da fungdo derivada, no dominio da fungdo vem:

g¢(x) = (x2 Inx)¢ = 2xInx +x

1

g'(x)=0<:>x(2|nx+1)=0<:>x=0\/2|nx+1=0c>x=0\/|nx=—%@x=0vx=e_2

Estudando a variacdo do sinal da fun¢do derivada, em :|0 , + oo[, e relacionando com a monotonia da

funcdo, vem:

1
X 0 e 2 +¥

g¢(x) + 0 -

EH " BN VS

1
Assim, podemos concluir que o valor minimo da fungdo g é atingido quando x = e 2

(1) (D[ 1X[_1]=_i

gke J:LezJ Inke JZe_ 5

1
A funcao é monoétona decrescente em }0 , € 2 }, monotona crescente em{ e

, OU seja,

1
2 ,+oo{ € tem um

. 1
minimo iguala - —.
2e

FIM
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