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1.

Calculemos o limite:
3

1Y Y ’ Y
lim[1+—) :lim[(Hj ] = lim(1+—j S
n n n

—_—

Limite notavel

Resposta correta: (C)

2.

2.1.

A fungdo g é continuaem x = 0 see sése lim g(x) = lim g(x)=g(0).
x—0T x—0"

Calculemos cada um dos limites laterais, bem como a imagem da fungao em x =0.
Ora,
. _ . 20 — 2 _ —
xll)rgl+ glx) = xll,rgl+ (ZSen x —/3x + 2) sen“(0) —0+2 = 2.

Por sua vez,

( ) senx J[g) senx(1+ l—x) senx(1+\/1—x)
lim x) = lim = lim _
x—0~ & =0~ \1—-+1—x

| (1= )11 T ()

senx(1+\/1—x) sen.x
= lim I [ (1+\/1 x)j
x—0" X x—>0_ X
= lim Senxjx lim (1+ ) (1+\/ )_1><2 2
x—0" X x—0"
[N —

Limite notavel
Finalmente, g(0)=2sen”(0)-0+2=2.

Como lirgl+ glx) = lir%l_ g(x) = g(0), concluimos que a fungdo g é continuaem x = 0
x— x—
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2.2,
A fungdo g em ]0, 7] é definida pela expressio g(x) = 2 sen?(x) — v3x + 2.
Para estudar a fun¢do g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos em ]0, 7],
determinemos a expressao analitica da primeira derivada da fun¢do g:
g'(x) =2 % 2sen(x) x (sen(x))’ — /3 = 4sen(x)cos(x) — V3 = 2sen(2x) — V3

Procuremos os zeros da derivada:
V3 T
g'(x) = 0 & 2sen(2x) — V3 = 0 & 2sin(2x) = V3 & sin(2x) = - < sin(2x) = sin (g) =

<=>2x=§+2k7rv 2x=n—§+2k7‘c,k€Z (:)x=%+k1rv x=§+kn,kEZ

Como x € ]0, ], entdo x =EVx =§

Recorrendo a circunferéncia trigonométrica podemos construir a tabela:

0

o | wlAd

Sinal de g'(x) n.d. —
Variagdo de g n.d. ~a g (%) /

Concluimos, pela anédlise da tabela que:

+

Q
—~~

g) \ 9(m)

T T T
_P _IE

~ 2 Y . .
a funcdo g é decrescente ]0, g] eem [3 7'[]; crescente em [6 ] e que as abcissas dos extremos relativos da

~ ~ Vs T
funcdo sdo: PEEELELL

3.

Numa linha do tridngulo de Pascal o segundo elemento e o penultimo elemento de qualquer linha sdo iguais.
Assim, o produto do segundo elemento pelo pentltimo € igual ao segundo elemento elevado ao quadrado, que
neste caso € igual a 625.

Logo o segundo elemento € igual a raiz quadrada de 625, ou seja 25.

O segundo elemento de uma linha do tridngulo de Pascal € igual ao nimero da linha, pelo que a linha anterior

a esta, referida na questdo, € a linha 24.
Como todas a linhas comegam no elemento de ordem zero, o quinto elemento dessa linha é: 24C 4= 10626

Resposta correta: (A)

4.

Designemos por B 0 acontecimento “o aluno estd inscrito em ballet cldssico” e por D o acontecimento “o aluno
estd inscrito em danca contemporanea”.

Com o enunciado sabemos que ao escolher um aluno da academia ao acaso P(B) = 0,6.

Sabe-se também que P(D N B) = 0,25.

Proposta da APM de resolugdo da prova de Matemética A (635) do ensino secundério, 30 de junho de 2025 Pagina 2 de 10



Sabe-se ainda que metade dos inscritos em danca contemporanea também estdo inscritos em ballet classico.
Ou seja, de todos os alunos inscritos em danca contemporanea metade estd escrito em ballet e a outra metade
nédo estd inscrito em ballet. Assim, P(D N B) = P(D n B) = 0,25.
Logo,
P(D)=P(DNB)+P(DNB)=0,25+0,25=0,5e¢ assim temos P(D) =1 — P(D) = 0,5
Temos ainda que:

P(BNnD)=P(B)—P(BND)=0,6-025=0,35
Pretende-se determinar a probabilidade de um aluno estar inscrito em ballet classico, sabendo que ndo esta
inscrito em danca contemporanea, ou seja:

P(BND) 035

P(BID) = P(D) _ 05

0,7

5.
Atendendo a que o numero de dados apresentados na tabela relativamente a variavel diametro
biparietal ¢ par (8 observagdes e apresentadas por ordem crescente), a mediana resulta na média das

duas observacdes centrais. Assim temos:
x4 +xs  830+8,66
2 2 -
Determinemos a média dos 8 dados referentes ao didmetro biparietal:
7,49 + 7,81+ 8,21+ 8,30 + 8,66+ 8,76 + 9,04 + 9,24
X = 3 = 8,43875

Calculemos a diferenca existente entre as duas medidas de localizagao:
¥ —x = 8,48 —8,43875 ~ 0,04

X =

8,48

Sendo a amplitude da amostra a diferenca entre observagdo maxima e minima, calculemos a
amplitude da amostra dos perimetros cefalicos apresentados:

Xmax — Xmin = 37,63 — 30,36 = 7,27
Admitindo a validade do modelo de regressao linear relativamente as varidveis didmetro biparietal
(x) e Perimetro cefélico (y), usemos a calculadora para obtermos a equacao da reta de regressao linear
(com os parametros arredondados as milésimas) e o coeficiente de correlagdo linear (arredondado as
centésimas). Comecemos por introduzir na calculadora grafica as listas com os dados apresentados

no enunciado:

Diametro biparietal (x) Perimetro cefalico (y)

7,49 30,36
7,81 31,99
8,21 33,66
8,30 35,26
8,66 35,51
8,76 34,86
9,04 35,30
9,24 37,63
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Conseguimos obter a equacdo da reta de regressdo com os parametros a e b arredondados as
milésimas, que é: y = 3,536x + 4,480

Sendo o coeficiente de regressao linear, arredondado as centésimas: r = 0,94

Com base na equagdo da reta de regressao linear obtida anteriormente, fagamos uma estimativa para
o perimetro cefalico de um recém-nascido desta maternidade cujo didmetro biparietal na trigésima
quarta semana de gravidez tenha sido 8,50 cm.
Desta forma, deve-se substituir o valor de x por 8,50 e determinar o valor de y, aproximando-o as
centésimas. Assim, temos:

y = 3,536 X 8,50 + 4,480 & y =~ 34,54
Assim, como resposta ao item, as correspondéncias corretas sao:

I 11 111 1\%
a) c) b) a)

6.

O numero de casos possiveis corresponde ao total de codigos multibanco existentes sem qualquer
tipo de restrigdes, ou seja, '°4; ~10%.

Relativamente aos casos favordveis, atendendo a que a soma dos quatro algarismos tem de ser um
nimero impar, teremos duas situagdes distintas, ou os c6digos apresentam um Unico algarismo impar
ou apresentam trés algarismos impares distintos. Assim sendo, temos:

Numero de codigos multibanco de quatro algarismos diferentes, sendo um desses o algarismo zero e

com apenas um algarismo impar:

1C1 « 402 « 5c1 «41=1720

Numero de codigos multibanco de quatro algarismos diferentes, sendo um desses o algarismo zero e

com trés algarismos impares:

1C1 . 5C3 «41=240

Recorrendo a Regra de Laplace, determinamos a probabilidade de o cddigo atribuido a um cartio
multibanco ter todos os algarismos diferentes, um dos algarismos ser o zero e a soma dos quatros
algarismos ser um numero impar, e apresentamos o resultado na forma de fragao irredutivel:

7204240 960 _ 12
104 10000 125
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7.

1.° processo

Uma vez que a circunferéncia é definida pela equagdo (x + 1)? + (y — 1)? = 4 o seu raio é 2 e, portanto,
lac]| = ||Bc] = 2.

Seja M o ponto médio de [AB]. Entdo,

AM AM
cosa=H@cosa=”—2”@ ||71ﬁ|| =2cosa

e
||Z§|| =2X ||74“M|| =4cosa.
pelo que:

Zﬁ-ﬁ?=6@||:4—§||><||Z8||><cosa=6<:)4cosa><2><cosa=6<:>cosza=§<:)cosza=z

Coman]O,g[,vemque: cosa = %=§ea=%.LogoAC’B =nm—2a0a=m—2 x%=—.

. . , 2T 41
Assim, o comprimento do arco AB é 5 X 2= <

2.° processo

Uma vez que a circunferéncia é definida pela equagdo (x + 1)? + (y — 1)? = 4 o seu raio é 2 e, portanto,
lac]| = {|Bc] = 2.

Tem-se que:

AB-AC = 6 & (AC+CB) - AC = 6 & AC - AC + CB - A€ = 6 o ||AC||" - CB - CA

o 22— ||Z'§|| X ||Z'Z|| X cos(AC'B) =6 —2X2X cos(AfB) =2 cos(AC'B) = —%

Como ACB € 10, [, entdo ACB = 2?”

. , 2T 41
Logo, o comprimento do arco AB é 5 X 2= 5

8.

Como Im(w) = Re(w), logow = pe's.

3

[T T

LT .TT T 3T .51
- z z z el 22 21
Entdo, iw3 = e'z X (pe%) =e'z2xple's = p3el(2 D= pie'r.

O ponto que pode ser o afixo do niimero complexo iw3 é o ponto C.

Resposta correta: (C)
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9.

Comecemos por escrever os trés numeros complexos z,, z, ¢ w na forma a+bi:

z;=2i%=2i3=2i’?xi=-2i
Pl(o, _2)
z, = —3+.i _ (—3+'i)(1—'i) _ 7343 i+i—i? _ T3+1440 _ -2+4i 142
1+i (1+iH(@a-i) 1+1 2 2
Pz(_l, 2)
k =?
. 3m 3 3 V2 W2
w=—-2ke's =2k (cos—+isen —)=—\/§k ——+—i|l=k—-ki
4 4 2 2
B, (k,—k)

Como o afixo de w € equidistante do afixo de z; e do afixo de z, , temos:

w—2z|=w—2z] e J(k—0)2+(=k+2)2= J(k+1)?+(-k-2)? &
S k?+k?*—4k+4=k*+2k+1+k*+4k+4

© -4k —2k—4k =1 -10k=1 o k=——

10.
10.1.

O vetor diretor da reta que € perpendicular ao vetor diretor da reta DF € (0, 5, 1).
(1,1,-5)-(0,5,1)=0+5-5=0
Para averiguarmos, entre as op¢des B) e D), qual a reta que passa pelo ponto A, calculemos o valor de & :
4=4
(4.2,0)=(4,-3,-1)+(0,5k,k) = {2 =—3+5k = k=1
0=-1+k

Resposta correta: (B)

10.2.
Determinemos o plano mediador de [AB ]

O vetor AB = B — A tem coordenadas (2,3,-3)—(4,2,0) =(—2,1,-3) .
< — (2+4% 3+2 Z3+40) _ 5_3
Ponto Médio de [AB] = ( TS ) = (3, > 2)

O plano mediador é do tipo —2x +y — 3z +d = 0.

Determinemos o valor do termo independente d:
5 3
—2x3+ 2-3x(-3)+d=0od=—1

Logo o plano mediador € definido pela seguinte equacao:

—2x+y—-3z—-1=0
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Como a reta BC € paralela a reta DF, o vetor diretor de DF também € um vetor diretor da reta BC, cujas
coordenadas sdo (1,1,—-5) .

BC:(x,y,z) = (2,3,-3) + k (1,1,-5),keR
Assim, as coordenadas de um ponto genérico da reta BC sio da forma:
(2+k,3+k,—3 —5k), keR
Substituindo na equacgao do plano mediador de [ AB ] , temos:
—2Q2+k)+3+k—-3(-3-5k)-1=0=-4-2k+3+k+9+15k-1=0&
o lk=-7ok=—
Substituindo o valor de k na expressao, obtemos as coordenadas do ponto C:
<2_1,3_1,_3_5 « <_1)> _ (E,E,_E)
2 2 2 22 2
11.

O numero de gafanhotos do enxame x semanas apds as zero horas do dia em que foi localizado € dado por
G (x) , e passadas mais quatro semanas é dado por G(x + 4) .

Como o numero de gafanhotos ficou reduzido a metade entre o instante x e o instante x + 4 , conclui-se que

G(x + 4) =§ G(x) .

1
Assim, recorrendo a calculadora grafica e considerando f1 (x) = G(x) , f2 (x) = f1 (x + 4) e f3 (x) = 5 f1 (x)
, determinemos as coordenadas do ponto de interse¢do dos graficos das fungdes f, e f5.
De onde obtemos a seguinte representagdo gréfica:
Yy

J2

7z

De onde se verifica que o instante x pedido é, aproximadamente, 4,72 semanas, ou seja 4,72X7, que

corresponde, aproximadamente, a 33 dias.
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12.
12.1.
Determinagdo das coordenadas do ponto A:

2
fx)=5&3e"—2e =53 -—=5= 3(e*)’-5e"-2=0&
e (e¥>0)

x _ 5% (=5)%-4x3%x(-2)
2X3

Se @e":ZVex:—é@x:anlogoA(an,S).

—_—
impossivel

Coordenadas do ponto B: f(0) = 3e® — 2¢° = 1 ,logo B(0, 1)
Coordenadas do ponto C: C(In 2, 0)

5
XxIn2=3In2=1n23=1n8

A[OCAB] =

A drea do trapézio [0CAB] é In8 .

12.2.
Se o gréfico da funcdo f interseta a reta de equagdo y = 3x + 4, temos que:
f(x) =3x+4 © 3e*—2e*=3x+4 & 3e*—2e*-3x—4=0
Consideremos a fun¢@o g, de dominio R, definida por:
gx)=3e*—2e*-3x—-4
1) g é continua em [0, 1] € R, pois resulta de operacdes elementares entre fungdes continuas.
2) Calculando:
g(0) =3e%—2e°—-3x0—-4=-3
g(1)=3el—2e1—-3x1—-4= 3e—§—7z0,42.
3) Por 2), tem-se que g(0) < 0 < g(1).
4) Por 1) e 3), aplicando o teorema de Bolzano-Cauchy, tem-se que existe pelo menos um valor em ]0,1][, tal
que a sua imagem por meio de g € 0, isto €, o grafico da funcdo f interseta a reta de equacdo y = 3x + 4 em,

pelo menos, um ponto de abcissa pertencente a ]0,1] .

13.

Df =R e Dp =R\{1} ;

A fungdo f ¢é crescente em |—oo0,1[ e em |1, +oo[

A reta de equagdo x = 1 ¢ assintota ao grafico da fungdo f .
I. A funcio f é continuaem x =1

Justificacdo da falsidade da proposicdo I

Como a reta de equagdo x = 1 ¢ assintota vertical ao grafico da funcdo f e o seu dominio ¢ R, um dos
limites laterais quando x tende para 1 € infinito e 1, logo nunca podera ser igual a f(1), e, como tal, f nao ¢
continnaem x =1 .

II. A reta de equacio y = —x + 2 € tangente ao grifico da funcio f num ponto de abcissa diferente de
1.

Justificacdo da falsidade da proposicdo 11
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Como a fungdo f ¢ diferenciavel em R\{1} e crescente em ]—o0,1[ e em ]1,+oo[ , a sua derivada em
qualquer ponto pertencente a R\{1} ¢é maior ou igual a zero. Sendo o declive de qualquer reta tangente ao
grafico de uma func¢do num ponto, igual a derivada da fung@o na abcissa desse ponto, conclui-se que a reta de
equacdo y = —x + 2 nio pode ser tangente ao grafico da fungdo f num ponto de abcissa diferente de 1 por

ter declive negativo.

14.
Consideremos as figuras seguintes:

Tem-se que:
x1

e em todas as figuras, o arco a verde tem o mesmo comprimento, =7,

esendo u, a expressdao que dd comprimento do n-ésimo segmento de reta a azul, a sucessdo (u ) € uma

~ s -1 N ~ .
progressdo geométrica de razdo 5 dado que cada segmento, a excecdo do primeiro, tem metade do
n-1 n—-1
. . 1 .
comprimento do anterior. Como u, =1, vem que u, 6 =1x 5 = 5) Logo, o comprimento do

1 20-1 1 19
vigésimo segmento de reta azul é (EJ = (5] ;

: ) . ~ o <1 5
e 0 comprimento de cada arco a vermelho é também uma progressdao geométrica de razio 5 dado que, a

excepg¢do do primeiro arco, o raio de cada arco € metade do raio do arco anterior, e, consequentemente, o
comprimento de cada arco é metade do comprimento do arco anterior. A n-ésima figura tem » arcos
vermelhos, pelo que o comprimento dos arcos vermelhos da n-é€sima figura é a soma do comprimento desse
n arcos.

271'><l

. L . V4 .
Como o comprimento do primeiro arco vermelho é dado por 5 2 _ > a soma dos comprimentos dos

vinte primeiros arcos (a 20.” composicao tem vinte arcos vermelhos) é dada por:

19 20
Logo, o perimetro da 20.* composicdo é 7 + (%j +1- (%} ~6,28.
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15.

Como o graficode f eareta 7 se intersetam no ponto de abcissa 0, entdo o ponto de coordenadas (0, f (0))

pertence areta 7 ,ou seja f (0) ¢ a ordenada na origem da reta 7 .
Dado que f(0)=a><03 +bx0+c=c,aequacio reduzidade » édaforma y=mx+c,com m,ce™ .

Assim, igualando a expressdo analiticade f e mx+c,tem-se:
3 3 2
f(x)zmx+c<3ax +bx+p/=mx+/©ax +bx—mx=0<3x(ax +b—m)=0©

<x=0 v ax’*+b-m=0=x=0 v ax’=m-b

m—>b
ox=0 v X' =
a#0 a
P . . . . ~ ~ 2 m— b
Se o grifico de f e areta r se intersectarem em outros dois pontos distintos, entdo a equagdo x° =
a

<0, aequacdo seria

- . m
tem duas solugGes (neste caso, tem-se necessariamente >0, dado que se

a

impossivel e o grifico de f eareta 7 so se intersectariam no ponto de abcissa 0).

m-—>b m-—>b m-—>b m-—>b . ,
Sx=1 S x=- VvV X= ,pelo que o grificode f eareta 7 ,além

a a a a

Assim, x? =

m-—>b e
, que sao simétricas.

. . . m—>b
do ponto de abcissa O, intersetam-se nos pontos de abcissas — \/ e \/

a a

FIM
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