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1.
2n+4

3n+5

Pede-se para determinar o limite da sucessdo de termo geral U, =

Assim, temos:

Resposta correta: (A)

Dados ordenados, relativos a producao de pera:

10929 11565 12197 17530 20208, com mediana 12 197
Dados ordenados, relativos a producao de maga:

20087 21072 21330 26067 26 644, com mediana 21 330

A mediana excede a producdo de magd em 9 133 =(21330—-12127)-1¢)

Aumento da producdo de maga de 2020 para 2021: 6 577 = (26 664 — 20 087)

6577
20087

Percentagem do aumento: 100 X ~ 33% (32,7...%) - 11 b)

Média e desvio padrio dos dados relativos a produgio de pera: 14 485.8 ¢

. . 7 . A pera E C D
4136.2, respetivamente, cuja soma ¢ aproximadamente 18 622. ° -
=0OneVar(
1 17530 Titulo Estatisti..
A producdo nao foi inferior ou igual a 18 622 apenas em 2021, pelo que |2  11565% 144858
~ o e o L1 3 20208 x 72429,
sd0 4 os anos em que esta producdo foi inferior & soma da média com o
4 12197 1@ 1117623..
desvio padrao — III ¢) 5 10929 X := Sn-.. 4136.15.. .
o

Producdo acumulada de maga, de 2019 a 2024: 136 270

Producdo acumulada de pera, de 2019 a 2024: 81 762 = (0.6*136 270)
Produgdo acumulada de pera, de 2019 a 2023: 72 429

Producdo acumulada de pera, em 2024: 9333 = (81762 — 72 429) — 1V b)
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3.
3.1.

A fun¢do fé continuaem X =0 seesdse lim f(x) = lim f(x) = f(O).
x—07" x—0~

Calculemos cada um dos limites laterais, bem como a imagem da funcio em X=0.
Ora,

0 1
1—e " ) == e -1 Fo1 1
lim f(x)= lim = lim | —% |= lim —|= lim x— |=

x—0" x—0" X

. e’ —1 o1
= lim X lim —x=1><1=1
x—=0" X x—0~ €
H_—/
Limite notavel
Por sua vez,
(x2+1n ex+e\ O+In(e
lim f(x) = lim (ex+e) - ():1
x—0" x—0" x+1 1

Finalmente, f (0) =1.

Como lim f (X) = lim f(X) =f (0), concluimos que a fungdo f ¢ continuaem X=0.

x>0t x>0~
3.2.
A reta de equagdo y = x — 1 € assintota ao grafico de f quando x = +o0se lim ( f(X)—(X— 1)) =0.
X—>+0
Ora,

(x2+ln(ex+ e) \ (x2+1n(ex+e)—(x+1)(x—l)\

i, (=0t = tim | = 0 1) = i | o J-

~ im (x2+ln(ex+e)—x2+lj: i (ln(ex+e)+1\: i (ln(e(x+1))+1}:
X—>+00 xX+1 X—>+00 x+1 X—>+00 x+1

i (ln(e)+ln(x+l)+1\ ~ m (1+1n(x+1)+1\ _
X—>+00 x+1 X—>+00 x+1

. (1n(x+1) 2 3 ) (ln(X+1)\ (2
:XETOOL x+1 +EJ:XE>TOOL x+1 J+XE>T°°LEJ:
(ln(x+1)\+0_ i (ln(x+1)\

X—>+0 X+1 X—>+ 00 X+ 1

In(x+1)) I
( )J obtemos lim [n—y}, pelo que,
y

Y=+

Fazendo uma mudanga de variavel do tipo Y= X+1no lim L

y\ (ln(x+ 1)\

In
como lim | —=|=0,logo lim L
y=>to\ Yy X—>+00

X+1

=0.
X+1

Portanto, a reta de equacdo y = x — 1 ¢ assintota ao grafico de f quando x — +oo .
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A equagao %exln(él—x)2 —5in(4—x) =5 —-e¥)In (7 — 2x) tem como dominio:
D={xeR:(4—-x)>>0AN4—x>0AN7-2x>0}={x€R: —x>—4A-2x>-7}=
={x€]R:x<4/\x<z}=]—00,Z[.

2 2
Em D,

%ex mA4-x)?>-5m@—-x)=G-e)nT-2x) o

1
(:)EXZexln(4—x)—5ln(4—x)—(S—ex)ln(7—2x):0@
S h(d—x) (e*=-5)+E*-5n7-2x) =0
S E*=-5[mE4-x)+ n(7-2x)]=0 &
Se*—5=0vin[4-x)(7-2x)]=0
Se¥=5v28-8x—-7x+2x’=1

ex=In5V 2x2—-15x+27=0 &

<x=In5 Vv x=3V xzz

Comoz ¢ D ,entdo C.S.={In5,3}.

5.
Sabe-se que P(AN B) = 0,5, logo P(A) — P(ANB) =0,5.
Como P(ANB) =0,3,vemque PAUB) = 0,3 © P(AUB) =0,7.

Portanto,
P(A)+P(B)—P(AnB)=0,7 P(A)—P(AnB)+P(B) =07
< 05+ P(B)=0,7
& P(B) =0,2
Resposta correta: (A)
6.

Sabe-se que sdo 25 alunos, dos quais 64% sdo rapazes, pelo que a turma é constituida por 0,64 X 25 = 16
rapazes.

Assim, a turma € constituida por 16 rapazes e 9 raparigas.

3
Além disso, sabe-se que Zdos rapazes tém 17 anos e 5 das raparigas tém 18 anos.
Logo, % X16=12¢ % X 9 = 3 de onde se conclui que:

e 12 dos rapazes tém 17 anos e 4 rapazes tém 18 anos;

e 3 raparigas tém 18 anos e 6 raparigas t€ém 17 anos.
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Como queremos constituir um grupo de 6 alunos dos 25 alunos da turma, entdo o nimero de casos possiveis €
dado por: 2506.

Dado que a Isabel e o José fazem parte do grupo e t€ém ambos 17 anos, entdo dois alunos ja estdo escolhidos e
ficamos com 16 alunos com 17 anos dos quais queremos escolher um.
Os trés restantes temos de escolher entre o universo dos 7 alunos com 18 anos.

Numero de casos favoraveis: 1 X 1 X 16 X 7C3

Assim, a probabilidade pedida ¢ igual a X5 o 0,003.

7.

M pertence a bissetriz do primeiro quadrante pelo que, o niumero complexo que tem por afixo M tem

. s
argumento igual a "

O angulo ZOM tem de amphtude——i—:—a logo o angulo ZOW tem de amplitude 2 ><7—” =Z—Z.
Sendo assim, o argumento do niimero complexo w serd igual a — + 7—” 131:
Resposta correta: (D)
8.
Sejaz=x4+yi
Temos que, Im(z) —Re(z) =1 ®y—x=1 oy=x+1
5ait® 5ai3 4L VAL

z=17 +V2e' 44:)2—1 57 +\/_(cosr+lsmj>(:>

—5ai V2 W2 —Sai(l+21)

oz = 2 |-l = |oz=—"—7—"—+1-i&
§ 1—2i+\/_<2 lz) ‘ 1+4 ¢
—5ai— 10a i? _ —5ai+ 10a )

oz=2a—ai+l1—-ie©z=Q2a+1)+(—a—-1)i
Logo,Re(z) =x=2a+1elm(z)=y=—-a—-1
Comoy=x+1lvem—-a—1=2a+1+1oa=-1
Entio,z=2X (-1 +1)+(-(-1)-1)iez=-1+0iez=—1ousejaz = e”

9.
A(cosa,sina) ; B(1,tana) e C(0,sina)
Sendo h a altura do tridngulo de base [AC] vem h = OC —tana = sina — tan a

A= Area do triangulo [ABC]

— . sina
- inag — - in X
_ AC><h= cosa X (sina — tan a) _ cosasina + cosa cosa _
2 2 2
—cosasina +sina —2cosasina + 2sina
2 B 4 B

2sina —2cosasina 2sina —sin(2a)

Bl 4 - 4
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10.
10.1.

4B.AC = ||4B||.|[4C|| cos(BAC) = Ve x VIZx 2 = 6

Nota que: \/\/6_2+\/6_2 =46+6 Z\/E

Resposta correta: (D)

10.2.

Como sabemos que o volume da pirdmide é 4v6 ¢V € VM, calculemos ||V—M||

2 —
Vpir = 416 = w

- 46 < 7] = 246

Uma equagdo vetorial da reta VM é: (x,y,z) = (2,—1,3) + k(2,—1,1),k € R, pelo que um ponto genérico
desta reta é da forma (2 + 2k, —1 — k,3 + k).

Assim,

VM=(2,-13)— (2 +2k,~1—k34+k)=(2—-2—-2k,—1+1+k,3—3—k)=(-2kk,—k)

Logo, |[VM|| =2V6 © 4k? +k? +k? =24 = k? =4

Como a abcissa de V é positiva, k =2 e V(6,—3,5).

10.3.
Tendo em conta as condi¢des do problema, poderemos pintar as cinco faces da pirdmide com 4 ou com 5

cores.

Se considerarmos pintar com quatro cores, existem 6C4 maneiras de escolher quatro das seis cores

disponiveis para pintar as faces da piramide e para cada uma das maneiras consideradas, existem duas
maneiras de escolher as faces opostas, faces sem arestas em comum e como tal tém que ser pintadas com

cores iguais.

Por sua vez depois de considerarmos as 2 [] 6C4 maneiras de pintarmos as faces, temos de ter em conta que
sd0 quatro cores e como tal ha, para cada uma das 2] 6C4 maneiras, 4! escolhas possiveis.

Se considerarmos pintar com cinco cores, existem ° A;maneiras de pintar as faces com as cinco das seis

cores disponiveis, trata-se de considerar todas as sequéncias de cinco elementos (cores escolhidas e faces a

pintar) que ¢ possivel formar com um conjunto com seis elementos (cores disponiveis).
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11.
11.1.

Para estudar a fungdo g, no intervalo ]O,g[, quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexdo, determinemos a segunda derivada da funcdo.
Sabendo que g'(x) = cos (3x) + %x + 1, temos:
124 3 7 3

g'x) = (cos(3x) + Ex + 1) = —3sen(3x) + >

Determinando os zeros da segunda derivada:
3 3 1 _ T
9" (x) =0 e —3sen(3x) + 5= 0 & —3sen(3x) = —3 o sen(3x) = 3 < sin(3x) = sin (g) =

& 3x =24 2knv 3xz7r—£+2k7r,kEZ <=>x=£+zk7rv x=5—”+zkn,kEZ
6 6 18 3 18 3

Como x € ]O,E[, entio x = —Vx = 5—”.
2 18 18
Podemos construir a tabela:
T 5
0 — Sl X
18 18 2
Sinal de g’ n. d. + 0 — 0 + n. d.
Concavidades do nd. U o(= n S U n. d.
grafico de g %) 4
Concluimos, pela andlise da tabela que:
O grafico da fungdo g tem a concavidade voltada para cima em ]0,%] e em [i—g, g[ e a concavidade voltada
para baixo em [%, i—g] .

51

As abcissas dos pontos de inflexdo do grafico da fungdo g sdo: % e -

11.2.

Como a reta r € tangente ao grafico da fung@o g no ponto de abcissa 0 , o seu declive € igual a g’(0).
Assim, temos:

3
mr=g'(0)=c05(0)+§x0+1=1+1=2

Como a reta s € perpendicular a reta r , entdo o declive de s é:

1
ms=—§

Logo a reta s é definida por uma equagao reduzida da forma:
y=- %x +b
Sabe-se ainda que a reta s intersecta os eixos Ox ¢ Oy nos pontos A ¢ B, que terdo de coordenadas (a,0) e
(0,b), em que b é a ordenada na origem da reta s.
E como o ponto A pertence a reta s, temos;
0= —%a+b @%az b & a = 2b, com a e b positivos.

Como o triangulo [0AB] tem area igual a 12, tem-se que % =12
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Logo:

a=2b _
axb @{asz @{asz {a=2b @{asz {a—Zb {a=4\/§

—=12" laxb =24 2bxb=24" 126> =24 b2 = 12 550 b = V12 @0 lp = 243

Conclui-se assim que a abcissa do ponto A ¢ 4+/3.

12.

Comecemos por verificar que o valor obtido, em centenas de euros, com a venda de p bicicletas ¢ dada por:
pXN(p) =p X (4000 X 7934 — 1,12p + 50),com 2 < p < 10

Introduzindo esta expressdao na calculadora ¢ a reta de equacdo y = 4000, na janela de visualizagdo,

[2,10] x [1500,5000], por exemplo, obtém-se a seguinte representagdo grafica:
YVa

a(x)|= x (4000<"(-0.34 x) - 1.12x + 50)
]

[ ] A
b(z) = 4000

v

(0] X
Sendo A(4,73; 4000), conclui-se que o preco de cada bicicleta ¢ de 473€.

13.
As areas (A,) das quatro primeiras composi¢des geométricas da construgdo do Tapete de Sierpinski,
assumindo que a area do primeiro quadrado ¢ 9, pode ser dada por:

A =9

1
A, =9—-x9=9—1
2 9

A; =9 1><9 1><9><8—9 1 8
377 9 92 - 9

Ay, =9 ! 9 ! 9x8 ! 9x82=9-1 8 (8)2
=9 —-——X9—-—=X9X8—-—=%Xx9%x8=9-1—=——(=
* 9 92 93 9 \9
Generalizando, obtém-se, para as primeiras n composi¢cdes geométricas da construgdo do Tapete de
Sierpinski, assumindo que a area do primeiro quadrado ¢ 9:

Anzg_l_ﬁ_@)z_..._(ﬁ)"‘z:9_(1+§+(§)2+...+(§)"‘2>=9_1x1—(§):_ _

9 \9 9 9" \9 9 1_8
9

=9-9x(1=()"7) =90 ox () = ox ()

49
Para obter o resultado pretendido basta substituir n por 50, isto €, Agg = 9 X (g) ~ 0,028.
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14.
Sabe-se que a € R*, D, = [0,a] e CD;, = [0, a].
Pretende-se provar que existe solugdo para a equagdo h(x) = x, em [0, a].
(1)Note-se que se h(0) =0 ou h(a) = a, tem-se que os pontos de abcissa 0 ou a satisfazem o
pretendido.
(2)Considere-se a fungdo p definida por p(x) = h(x) — x tal que h(0) # 0 e h(a) # a, definida em
[0,al].
Tem-se que p € continua em [0, a] por ser definida por uma diferenga de duas fungdes continuas em [0, a].
Por outro lado,
p(0) = h(0) — 0 = h(0) > 0, pois CD;, = [0,a] e h(0) # 0 ¢
p(a) =h(a) —a<0,pois0 <h(a)<aech(a)#a
Donde se conclui que: p(a) < 0 < p(0)
Por teorema de Bolzano-Cauchy, tem-se que 3c € ]0,al: p(c) = 0, isto é, existe pelo menos um ponto, de
abcissa em |0, a[, do grafico de h que pertence a bissetriz do primeiro quadrante.
Por (1) e (2), conclui-se que existe, pelo menos, um ponto do grafico da fungdo h que pertence a bissetriz do

primeiro quadrante.

FIM

- _ _ _ _________________________________________________________________________|
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